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В теории процессов упругопластического деформирования тензоры напряжений 
( )ij  и деформаций ( )ij , ( , 1, 2, 3)i j   можно представить в виде  
*
0( ) ( ) ( )ij ij ijS     ,  
*
0( ) ( ) ( )ij ij ijÝ Ý     ,                                      (1) 
где  модули  шаровых  тензоров  и  девиаторов  напряжений  и  деформаций 
0
1
3
ij ij    ;  0
1
3
ij ij    ;   ij ijS S  ;   ij ijÝ Ý Ý                                 (2) 
и  компоненты  девиаторов  и  их направляющих  тензоров 
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Ý
Ý
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соответственно [1, 2]. 
При простом нагружении, когда направляющие тензоры напряжений и де-
формаций совпадают, то есть * *( ) ( )ij ijS Ý , и с учетом упругости объемной деформации 
связь между тензорами напряжений и деформаций имеет вид 
0 03K   ;  ij ijS Ý
Ý

 ;  ( )Ô Ý  ;  ( , 1, 2, 3)i j  ,                                 (4) 
где K  − упругий модуль объемного расширения материалов; ( )Ô Ý − универсальная 
единая диаграмма деформирования Роша и Эйхингера для любого сложного 
напряженно-деформированного состояния.  
При сложном нагружении направляющие тензоры напряжений и деформаций 
* *( ) ( )ij ijS Ý , а также их скоростей 
* *( ) ( )ij ijS Ý  не равны между собой, и тензорам 
напряжений и деформаций по (1) в линейном координатном шестимерном евклидовом 
пространстве 6E  ставятся в соответствие векторы напряжений S  и деформаций  : 
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                          (5) 
где  0S , 0  − одномерные векторы напряжений и деформаций объемного растяжения-
сжатия;   , Ý  − векторы напряжений и деформаций формоизменения в пятимерном 
девиаторном подпространстве 5E ;  ˆki  − ортонормированный неподвижный базис 
А.А. Ильюшина; 
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 
0 0 1 11 2 22 33 3 12 4 23 5 13
0 0 1 11 2 22 33 3 12 4 23 5 13
3 1
3 , , , 2 , 2 , 2 ,
2 2
3 1
3 , , , 2 , 2 , 2
2 2
S S S S S S S S S S S S
Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý

       



       

      (6) 
являются компонентами (координатами) векторов; 
        k k ij ijS S S S   ,   k k ij ijÝ Ý Ý Ý Ý      ( 1,2,...5)k  , ( , 1, 2, 3)i j          (7) 
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представляют собой модули векторов   и Ý  в подпространстве формоизменения 5E , 
равные модулям девиаторов  напряжений  и  деформаций  соответственно. 
Определяющие соотношения теории процессов для произвольных траекторий 
имеют вид 
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а  для  траекторий  малого  кручения  
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где 1 3, , /M M d ds  − функционалы процесса деформирования; s  − длина дуги траектории 
деформирования; 1 2æ , æ  − параметры кривизны и кручения траектории; 1 2,   − углы сбли-
жения и депланации вектора напряжений   в подвижном репере Френе  ˆkp . Для плоских 
траекторий параметр кручения 2æ 0 , тогда функционал 3 0M  , и из (8), (9) получим: 
1 1 1 ˆcos
d dÝ d
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     
 
,                                          (10) 
что соответствует гипотезе компланарности А.А. Ильюшина. 
В теории пластического течения Прагера 1 2M G  и вводятся гипотезы  
о разложении полных деформаций на упругие eÝ  и пластические pÝ  части,  
а  напряжений  –  на активные  0   и  добавочные  a   напряжения  [2, 3]: 
2
pddÝ dÝ
G

  ,    0 a    ,                                                (11) 
так что определяющие соотношения  
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2
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                                   (12) 
где ( , )pf f Ý   − функция нагружения, описывающая гипотетическую поверхность 
текучести Прагера, которая в пятимерном подпространстве формоизменения 5E  
разделяет область активного пластического деформирования и область упругого 
деформирования и разгрузки [2, 3].  
В наиболее распространенном на практике варианте теории течения  
с трансляционно-изотропным (комбинированным) упрочнением материала по- 
верхность текучести считают сферой, которая может изменять свои размеры  
и   местоположение   при   неизменной   форме,   и   принимают 
22 ( ) ( ) ( ) 0ppf a a C s      ,                                            (13) 
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где ps  − длина дуги траектории пластического деформирования; 0( )ppC s    − 
скалярная функция изотропного упрочнения, равная радиусу поверхности текучести.  
В начальном состоянии при 0ps   радиус гипотетической начальной поверхности 
текучести 0 ò ò2/3     , где ò  − начальный предел текучести при простом 
нагружении, определяемый по техническому допуску на остаточную деформацию.  
За технический предел текучести ò  в теории пластичности принимается такое 
напряжение при растяжении, при котором остаточные деформации становятся одного 
порядка с упругими 3( 10 )  . Для многих материалов переход из упругого состояния  
к области проявления пластических деформаций имеет плавный характер, поэтому  
в механике за такую остаточную деформацию, как правило, условно принимают 
3
* 0,2% 2 10
p      11*( 3 2 0,245%)
p pÝ    . Начальная поверхность текучести в 
девиаторном пространстве А.А. Ильюшина при данном допуске на остаточную 
деформацию описывается сферой Мизеса для начально-изотропных тел.  
При меньших допусках очертание сферы Мизеса искажается и теряет свою форму [4]. 
Для закона упрочнения принимается универсальная функция Одквиста – 
Ильюшина  
( ),Ô s                                                                 (14) 
мало отличающаяся от универсальной диаграммы Роша и Эйхингера ( )Ô Ý   при 
простом нагружении.  
В работе рассматривается явление эффекта Баушингера при простых 
знакопеременных разгружениях-догружениях, которые периодически повторяются из 
равноотстоящих точек на диаграмме (14). Эффект Баушингера при знакопеременном 
нагружении в 5E  оценивался в каждой точке излома траектории К при 
соответствующей величине дуги траектории ps  пластического деформирования 
безразмерным параметром  
ò ò/Ì K    ,                                                           (15) 
где òÌ  − вторичный предел текучести при разгрузке из некоторой точки K  
и последующем знакопеременном нагружении, который определялся по допуску  
на остаточную деформацию *
pÝ  при «протыкании» поверхности текучести при изломе 
траектории на 180 ; òK  − новый предел текучести на диаграмме (14) в той же точке K 
начала разгрузки.  
Радиус 0  текущей сферической поверхности текучести при условии 
сохранения ее формы находился по формуле 
 0 ò ò1( )
2
p
p K ÌC s     ,                                                   (16) 
а смещение ее центра в результате пластического деформирования 
 ò ò ò1( )
2
p
K p K Ìa C s      .                                               (17) 
Экспериментальное исследование функций 0 ( )ppC s   и ( )
pa s  являлось 
частью систематических экспериментальных исследований под руководством 
В.Г. Зубчанинова и проводилось в опыте при знакопеременном нагружении-
разгружении [5] на автоматизированном испытательном комплексе СН-ЭВМ  
им. А.А. Ильюшина в лаборатории механических испытаний ТвГТУ.  
В опыте использовался стандартный для испытательного комплекса тонко- 
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стенный трубчатый образец из инструментальной углеродистой стали У8  
по ГОСТ 1435-99 в состоянии поставки. Образец имел толщину стенки 1h   мм, 
радиус срединной поверхности поперечного сечения 15,5R   мм и длину рабочей 
части 110l   мм. В испытательном комплексе он подвергался многократному 
знакопеременному нагружению через равные приращения 1 0,5%Ý   при рас-
тяжении (рис. 1, 2) с последующим знакопеременным нагружением на 
0,75% 0,9%Ý    при сжатии. В режиме непрерывного деформирования 
образца со скоростью   10-6 сек-1 опыт продолжался в течение 9 ч. Также 
экспериментально изучалось поведение образцов из других конструкционных 
материалов при многократных разгружениях-догружениях при растяжении-сжатии  
и  кручении  [6, 7]. 
Полученные для стали У8 опытные зависимости параметра  , характери-
зующего эффект Баушингера от длины дуги траектории пластического деформиро-
вания ps , показаны на рис. 3. Представленные зависимости построены при различных 
допусках на остаточную деформацию * (0,25; 0,2; 0,1; 0,05; 0,025)%
p  , что в линей-
ном девиаторном пространстве А.А. Ильюшина составляет * (0,30625;
pÝ   0,245;  
0,1225;  0,06125;  0,030625)%  соответственно, то есть рассмотрены значения, как 
бóльшие, так и меньшие общепринятого технического допуска  * 0,2%
p  .  
 
 
 
Рис. 1. Локальная диаграмма знакопеременного нагружения 1 1S Ý  
 
 
Рис. 2. Диаграмма деформирования Ý  
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Рис. 3. Эффект относительного изменения предела текучести  
в процессе деформирования по Баушингеру 
 
График изменения радиуса 0  гипотетической сферической поверхности 
текучести приведен на рис. 4, а смещение центра гипотетической сферической 
поверхности текучести в зависимости от параметра ps  для тех же допусков  
на остаточную деформацию *
pÝ  – на рис. 5. 
Из представленных диаграмм видно, что с ростом допуска на остаточную 
деформацию радиус поверхности текучести 0  увеличивается, а смещение ее центра a  
уменьшается. Максимальное отклонение для рассмотренных крайних допусков  
на остаточную деформацию * 0,25%
p   и * 0,025%
p   для радиуса 0  гипотетической 
поверхности текучести составляет примерно 50 % (рис. 4), а для смещения ее центра – 
примерно 70 % (рис. 5). При максимально достигнутом уровне пластической деформации 
ps  значения параметра a  при различных допусках на остаточную деформацию не 
превысили значений начальных пределов текучести ò , следовательно, центр текущей 
поверхности находится внутри   начальной   поверхности   текучести. 
 
  
 
Рис. 4. Изменение радиуса  
поверхности текучести 
 
Рис. 5. Смещение центра  
поверхности текучести  
 
По результатам анализа экспериментального исследования сделаны выводы.  
1. Эффект Баушингера для стали У8 без площадки текучести сопровожда- 
ется уменьшением по модулю вторичного предела текучести òÌ  и параметра    
на начальном локальном участке процесса деформирования после излома с ростом 
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длины дуги ps . Параметр   при различных допусках на остаточную деформацию 
стремится к некоторому стационарному значению при 3 %ps  .  
2. С ростом допуска на остаточную деформацию *
pÝ  параметр   увеличива- 
ется и при максимально достигнутом значении ps  для общепринятого допуска 
* 0,2%
p  *( 0,245%)
pÝ     составляет   0,3. 
3. Радиус гипотетической поверхности текучести 0 ( )ppC s   совершает 
временное понижение типа «нырка», а затем увеличивается. С ростом допуска на 
остаточную деформацию до * 0,2%
p   очертание поверхности приближается по своей 
форме к сфере. При этом отклонение радиуса при крайних значениях допуска на 
остаточную деформацию достигает 50 %. 
4. Временное уменьшение радиуса поверхности текучести 0 ( )ppC s   связано  
с изменением внутренней структуры материала на мезоуровне, а также 
ориентированных микронапряжений с ростом деформаций, но не с его разгрузкой.  
В каждый момент нагружения по внутренней структуре это уже другой материал  
с иными механическими характеристиками. 
5. Отклонения параметра смещения центра предельной поверхности ( )pa s   
для рассмотренных различных допусков  на остаточную деформацию при определении 
пределов текучести достигают 70 %. 
6. В некоторых математических моделях теории течения временное уменьшение 
радиуса поверхности текучести 0 ( )ppC s   в начале процесса пластического 
деформирования не только при простом, но и при сложном нагружении связывают  
не с изменением структуры материала на мезоуровне и ориентации микронапряжений, 
искажением гипотетической сферической поверхности текучести, а с упругим 
разупрочнением начально-изотропного тела, ошибочно полагая при этом скорость 
деформирования  0ps  ,  что  невозможно,   так как s  и s  всегда положительны. 
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